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Bernoulliforsok

B Bernoulliforsok

Bara tva majliga utfall: lyckas/misslyckas.
Samma sannolikhet for lyckas, p, i alla forsok.

Oberoende forsok.

B Typexempel: slantsingling.
» Lyckas = Krona, Misslyckas = Klave.

» Sannolikhet p = 0.5 fér schysst mynt.

» Utfall pa en singling beror inte pa andra singlingar.
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Lyckas/Misslyckas &r bara en benamning utan ndgon mansklig
vardering.

Samma med positivt/negativt resultat.
Déd/Levande. Hel/Trasig. Spam/Ham.

/\ Utan aterlaggning = inte samma p i olika forsok:

P(1:a kortet &) = £3 =

P(2:a kortet &) = 12 om 1:a & eller £ om 1:a O, .

=

Vi bryter emot bade regel 2 och 3 pa féregaende sida.
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Motivation - regression med bindra y-variabler

I Bernoulli-férdelning med samma sannolikhet p.
B Spamdata: lira oss om p = P(spam) fran data. p = 0.9. ©
B Spam-filter: ska datorn skicka just detta mejl till Spam?

B SDAII: Logistisk regression dar spam sannolikheten p beror
pa forklarande variabler, som i regression.
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Bernoullifordelning

B Tva mojliga utfall: lyckad/misslyckad. Bindr variabel.
M Vi kan koda lyckat = 1, misslyckat =0.

P(X =xz)

X — 1 om Bernoulli-forsok lyckat
10 om Bernoulli-forsok misslyckat

P(X = x) = p forx=1
g=1—p forx=0

B Vantevarde och Varians
EX)=p=>» x-P(x)=0-P(X=0)+1-P(X=1)

alla x

=0-g+1-p=p

Var(X) =Y (x=w)?-P(x) = (0—p)* - g+ (1—p)*-p

2 2
=p°q+q -p=pq(p+q) = pq
1
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Email: spam eller ham (icke-spam).
P(ham) = p = 0.1, P(spam) = g=1-0.1 = 0.9.
Hur manga mejl maste du 6ppna tills du far ditt férsta ham?

P(férsta ham p3 fjarde mejlet) = 0.9-0.9-0.9- 0.1 = 0.9%.0.1 = 0.0729

3 spam ham

Vad &r sannolikheten for x st mejl tills forsta ham?

P(férsta ham pa x:te mejlet) = 0.9*"1. 0.1
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Geometrisk fordelning

B Geometrisk slumpvariabel fran Bernoulliférsok
X = antal férsok tills forsta lyckade intraffar
B Geometrisk fordelning
PX=x)=qg'p, forx=12,..

/A X inkluderar forsoket dar du forst lyckas.
Wikipedia kallar detta for for-forsta-gangen-fordelning.
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https://sv.wikipedia.org/wiki/Geometrisk_f%C3%B6rdelning

Geometrisk fordelning

Geometrisk fordelning

o —
Kvanii: T —

Om X ~ Geo(0.5) s giller att
BX)= =200
Sien

Var(X) = 11’2;? —0.250

P(X < 3) = 0.8750
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@ Mattias Villani Geometisk fordeining © Observable
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https://statisticssu.github.io/SDA1/observable/geometriskfordelning.html

Geometrisk fordelning i R

B X ~ Geom(p = 0.4). Sannolikheten p kallas prob i R.

Berdkning ‘ R kommando

P(X =2) dgeom(x = 2, prob = 0.4)
P(X <2) pgeom(q = 2, prob = 0.4)
Kvantil ggeom(p = 0.5, prob = 0.4)
10 slumptal rgeom(n = 10, prob = 0.4)

/A R anvander Wikipedias definition av geometrisk fordelning. X
raknar antalet misslyckade forsok innan forsta lyckade. Fix:

y = rgeom(n = 100, prob = 0.5) # vy is number of trials BEFORE first success
Xx=y+1 # x is number of trials INCLUDING first success

l Se programkoden geometric.R pa kurssidan.
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https://statisticssu.github.io/SDA1/code/geometric.R

Binomialfordelning

B Geometrisk fordelning:
» Hur manga Bernoulli-forsok tills forsta lyckade?

» Antal forsok ar slumpmassigt.

B Binomialfordelning:
» Hur manga lyckade i n Bernoulli-forsok med sannolikhet p.
» Antal forsok n ar forbestamt och fixerat.

» Antal lyckade ar slumpmassigt.

W Vi skriver X ~ Bin(n, p) och sager att: “X ar
binomialférdelad med parametrar n och p."

B Binomial: summan av n oberoende Bernoullivariabler

X=X1+Xo+...+ X,
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Exempel 1: n = 3 forsok med resultat:
X1 =1 (Krona férsta), X = 1 (Krona andra) och X3 = 0 (Klave
tredje).

X =141+ 0 =2 st lyckade (Krona).
Exempel 2: observera n = 5 forbipasserande bilar, vara Bernoulli
fordelade variabler, Yi,..., Ys, antar virdet 1 om bilen &r vit, 0
annars.
Experimentet resulterade i:
Y1 =1 (vit bil), Yy =1 (vit bil) och évriga bilar inte vita.

Slumpvariabel: X = Z Y; antalet vita bilar.
i=1

n

Utfall: x =)y = 2 vita bilar.

i=1
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Binomialfordelning

X ~ Bin(n =3, p=0.7)

X ~ Bin(n =10, p= 0.7)
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Binomialfordelning - vantevarde

M Vantevarde i en binomialférdelning?

E(X)=> x-P(x)
x=0

Vantevarde - summa av slumpvariabler.

EXi+Xo+ ...+ Xp) = EX1)+ EX2) + ...+ E(Xn)

W Vantevarde for varje Bernoulli-variabel: E(X;) = p.

B Vintevarde for X ~ Bin(n, p)

E(X)=EX))+EXo)+...+EXp)=p+p+...4+p=1mp

n st
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Binomialfordelning - varians

M Varians i en binomialférdelning?
Var(X) = 3 (x = )2 - P(x)

x=0

Varians - summa av oberoende slumpvariabler.

V(Xi+Xa+...+X,) = Var(X1) + Var(Xa) +...+ Var(X,)

B Bernoulliforsok ar oberoende.
B Varians for varje Bernoulli-variabel: Var(X;) = pq.

B Varians for X ~ Bin(n, p)
Var(X) = Var(Xy)+...+Var(X,) = P9+ pq+...+pg=rnpq

n st
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Binomialfordelning - interaktivt

Binomialfordelningen

n: 10 ®
p: 05 | g
Kvani: 3 -

Visa a
normalapproximation

Om X ~ Binom(10,0.5) s géiller att
E(X) = np =500

Var(X) = np(1 - p) = 2.50

Exakt: P(X < 3) = 0.1719
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@ Mattas Vilani Binomialiordeiningen © observable
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https://statisticssu.github.io/SDA1/observable/binomialfordelningen.html

Binomialfordelningens sannolikheter
B Om X ~ Bin(n, p) - vad ar egentligen P(X = x)?
W Sannolikheten att fa {1,1,0} i n = 3 forsok?
p-p-q=pq
B Det finns dock flera satt att fa X = 2 i n = 3 forsok:

l:a forsok  2:a forsok  3:e forsok X P(X = x)

1 1 0 2 p%q
1 0 1 2 p2q
0 1 1 2 p2q

I Eftersom dessa tre olika satt att fa X = 2 ar disjunkta:

P(X=2)=3-p?
B P3 samma satt ( ) Pa

P(X =0) = P({0,0,0}) =1-¢°
P(X =1) = P({1,0,0},{0,1,0},{0,0,1}) = 3 - pg>
P(X=2)=P({1,1,0},{1,0,1},{0,1,1}) = 3- p°q
P(X=3)=P({L1L1})=1-p°
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Binomialfordelningens sannolikheter

B Sannolikhetsfordelning X ~ Bin(3, p)

x Jo] 1 | 2 |3
P(x) | ¢ |3-ps® |3 p%q| p°

I Kolla att summan av alla sannolikheter ar ett:
¢ +3-pg° +3-p’q+p’=(p+q)’=1"=1
B Allmanna fallet X ~ Bin(n, p)
P(X = x) = nCx - p*q"

B ,C, ar antalet satt ordna x st 1:or bland n observationer.

Hur manga satt att vélja k element bland n element?

‘ med aterlaggning ‘ utan aterlaggning

med ordning n* P = = 'k),

utan ordning ej pa kurs nCk = m
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Exempel 2: observera n =5 forbipasserande bilar, vara Bernoulli
fordelade variabler, Yi,..., Ys, antar virdet 1 om bilen ar vit, 0
annars. Antag att sannolikheten att observera en vit bil (lyckat
forsok) ar p = 0.3

Vad &r sannolikheten att vi observerar exakt 2 vita bilar, P(X = 2),
som i exemplet?

P(X =2) =4 Cep*q("™™ = " 7X)'X'(1 — p) (=) px
5 xX4x3x2 120

(3x2)x2

(1-0.3)020.32 = -0 730.3% = 0.3087

Vad ar vantevarde och varians for antal bilar?

Bara att anvanda formelbladet! E(X) =np=5x0.3=1,5
och V(X) =npg=5%03%0.7=1,05
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Approximera binomialfordelning med normal

B Om X ~ Bin(n, p) sa
E(X)=p=np

och

SD(X) = o = \/npg

B Normalapproximation av binomialférdelning

X PRX N(np,~/npq)
B Approximationen ér tillrackligt bra om
np > 10 och ng > 10

B Man kan ocksa gor en kontinuitetskorrektion som korrigerar
for att vi approximerar en diskret fordelning (binomial) med
en kontinuerlig (normal), see SDM-boken kapitel 15.5.
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Normalapproximation av binomial - interaktivt

Binomialférdelningen

n: 10 ®
: 05 —
K s j—

visa
normalapproximation
Ow X ~ Binom(10,0.5) si giller att
E(X) = np = 5.00
Var(X) = np(1 - p) = 2.50

Exakt: P(
Normal approx: P(
Normal approx med kontinuitetskorrektion: P(
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https://statisticssu.github.io/SDA1/observable/binomialfordelningen.html

Dessa slides skapades for kursen statistik och dataanalys 1 av
Mattias Villani HT 2023, och har modifierats av Oscar Oelrich VT
2024, och Oskar Gustafsson for VT 2025.
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